8 DUNAAMILINE PLANEERIMINE EDASIJOUDNUTELE

Raamatu esimeses osas oli juttu lihtsamatest diinaamilise
planeerimise lGlesannetest. Selles peatikis péérdutakse
teema juurde tagasi ja tutvustatakse mitmeid klassikalisi
diinaamilise planeerimise algoritme ja nende kasutust. - Dynamic programming
Lisaks on siin moned keerulisemad llesanded, mille

Those who cannot remember the
past are condemned to repeat it.

lahendamiseks tuleb tavaparasest rohkem pead murda.

8.1 SELIAKOTI PAKKIMINE

Seljakoti pakkimise probleem (knapsack problem) on
ilmselt arvutiteaduse tuntumate llesannete seas.
Tegemist on optimiseerimisiilesandega ja seda
kasutatakse paljudes optimiseerimisvaldkondades.
Probleemi on uuritud juba vahemalt aastast 1897 ning
oma nime on see saanud Ameerikasse kolinud Baltisaksa
matemaatiku Tobias Dantzigi to6dest.

Seljakotiprobleem on NP-keeruline ja seda ei saa
deterministliku algoritmiga poliinomiaalse ajaga
lahendada. Ulesandeklassi sagedast esinemist arvestades
on aga kasulik teada, et paljude tavapdraste sisendite
jaoks eksisteerib lihtne diinaamilist planeerimist kasutav algoritm. Vaatame, kuidas seda rakendada
jargneva llesande néitel.

8.1.1 Ulesanne: Kohver

Kalle on minemas IOI-le ja ta saab votta kaasa lihe kohvri, mille kogukaal ei tileta m kilogrammi. Kalle
tahab kaasa votta muidugi kdige olulisemad esemed. Aita tal teha parim valik.

Sisendi esimesel real on (iks tdisarv m — kohvri maksimaalne kaal kilogrammides. Teisel real on liks
tdisarv n —Kalle kdigi esemete arv. Jargmisel n real on iga eseme kohta tema kaal kilogrammides ja
vaartus.

Valjastada parim voimalik seljakoti vaartus ja vahemalt Uiks sellele vastav sisu (kotti valitavate
esemete jarjekorranumbrid sisendis).
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Selle Gilesande juures tuleb kohe tdhele panna, et iga eset on tapselt Gks ja on tapselt kaks
vOimalust — kas ese ldheb kotti v6i mitte. Seda tulpi seljakotililesannet nimetatakse 0/1
seljakotitilesandeks. J6umeetodil lahendades tuleks moodustada kdikvéimalikud kombinatsioonid
esemetest ning leida iga voimaliku kombinatsiooni vaartus. Vastuseks on kdige suurem vaartus ja
sellele vastav esemete kombinatsioon. Kuna iga kord tuleb teha binaarne valik (ese kuulub hulka voi
mitte), on erinevate kombinatsioonide arv 2™ . Muidugi saab puud karpida selle v&rra, et kui mingis
harus on asjade kogukaal suurem kui lubatud maksimumbkaal, siis seda haru mééda pole motet edasi
liikuda, aga nagu teada, siis keerukusklass sellest siiski ei muutu.

8.1.2 Diinaamiline planeerimine

Oletame, et oleme juba viimase eseme juures ja kaalume, kas seda kohvrisse pakkida vdi mitte. Kui
me viimast eset kohvrisse ei paki, siis jadb kohvri kaal ja seal olevate esemete koosseis muutumatuks
ja meid huvitab hoopis, kuidas nende n — 1 eseme hulgast optimaalne valik on saadud — lilesanne
taandub veidi vdiksemaks. Kui aga soovime viimase eseme lisada, siis peame arvestama selle kaaluga:
see tdhendab, et varem lisatud esemete kaal peab olema selle viimase eseme kaalu vorra vaiksem kui
lubatud kogukaal. Naiteks kui vdime kohvrisse pakkida 9kg esemeid ja viimane ese kaalub 2kg, siis
eelnevalt pakitud esemete kogukaal ei tohi liletada 9 — 2 = 7 kg. Nii sOltub viimase, n-nda eseme
valik sellest, kas suurema vaartusega on selline kohver, mis sai pakitud n — 1 esemest voi selline, kus
eelnevan — 1 eseme kogukaal ei lleta seitset kilogrammi. Nii on meil vaja lahendada hoopis kaks
vaiksemat alamiilesannet. Kuna viimase eseme lisamise seisukohalt ei ole oluline, millised esemed on
varem valitud (huvitab ainult nende kogukaal), siis saame ehitada oma algoritmi alt (les.

8.1.3 Rekursioonivalem

Olgu esemete kaalud positiivsed tdisarvud my, m, ...m,, ja vaartused vy, v, ... v, Olgu mv(i, m)
suurim kohvri vaartus, mida saab moodustada kuni i-st esimesest esemest ja mille kaal ei Gleta m-i.
Siis:
0,kuii=0
mv(i,m) = mv(i —1,m), kuim; >m
max (mv(i —1,m),mv(i—1,m —m;) + v, kuim; <m

See tahendab, et ridades on meil esemed, mille lisamist kaalume. Esimeses reas esimene, teises teine
jne. Veergudes on kogukaalud 0 ...m.

8.1.4 Tabeli tiitmine

Iga lahtri taitmisel peame kdigepealt vaatama, kas vaadeldava kaaluga ese mahub vaadeldava
kogukaaluga kohvrisse (kui eseme kaal on suurem kui vaadeldava kohvri kogukaal, siis seda lisada ei
saa) ja vaartus jadb samaks, mis rida varem (mv[i-1][3]).

Kui ese mahuks kohvrisse, siis tuleb vaadata, kas seda lisades saame parema vaartuse kui lisamata
jattes. Viimasel juhul on vaartuseks muidugimv[i-1][j], lisamise korral aga eseme kaalu ja selle
kaalu vOrra vdaiksema kohvri parim vaartus ehk siis, kui eseme vaartus on v ja kaal m, siis on selleks
mv([i-1], [j-m]) + v.

Tabeli veergudes on kohvri kogukaalud ja ridades esemete kaalud ja vaartused. Tabeli lahtris [i, j]
on maksimaalne vaartus kohvrist, mille mass on kuni i kg ja mis on komplekteeritud esemete hulgast
ridadel 1....
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______Okg lkg 2ke 3kg kg Skg  6kg  7ke |8kg  Okg  10kg |
0 0 7 7 7 7 7 7

5kg(7) © 0 0

3kg(9) O 0 0 9 9 9 9 9 16 16 16
1kg (5) O 5 5 9 14 14 14 14 16 21 21
2kg(2) O 5 5 9 14 14 16 16 16 21 21
6kg(4) O 5 5 9 14 14 16 16 16 21 21
akg(5) O 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
7kg(8) O 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
8kg(9) O 5 5 9 14 14 16 16 19 21 21
8.1.5 Kood

Siin on funktsioon, mis analoogse tabeli tididab ja tGlesandele vastuse leiab:

int pakiKott(int maksKaal, int kogus, int* kaalud, int* vaartused)
{
int** parimad = new int*[maksKaal + 1];
for (int i = @; i <= maksKaal; i++){
parimad[i] = new int[kogus];

}

for (int i = @; i < kogus; i++){
parimad[@][i] = ©;

for (int i = 0; i <= maksKaal; i++){
parimad[i][@] = ©;
if (kaalud[@] <= i){
parimad[i][@] = std::max(parimad[i][@], vaartused[@]);
}

int vastus 0;
for (int i = 1; i <= maksKaal; i++){
for (int j = 1; j < kogus; j++){
parimad[i][j] = parimad[i][]j - 11;
if (kaalud[j] <= 1i){
parimad[i][]j] =
max(parimad[i][j], parimad[i - kaalud[j]][]j - 1] + veartused[j]);

}

vastus = max(vastus, parimad[i][j]);

¥
¥

return vastus;

}

8.1.6 Tee taastamine

Mis esemed siis ikkagi kohvrisse pakiti? Seda on tervest DP tabelist paris kerge valja lugeda: kui
viimase ruudu vaartus on sama, mis vaartus samal kohal eelmises reas (mv[i-1, j] == mv[i,j]),
siis seda eset kotti ei lisatud (v&i vahemalt eksisteerib optimaalne lahendus ilma selle eseme
lisamiseta). Kui vaartus eelmises reas on erinev, siis ese lisati ja vaatame samamoodi kotti, mille kaal
on kogukaalu ja lisatud eseme kaalu mvahe (mv[i-1, j-m]).

Naidet vaadates saab vastava kombinatsiooni k&ige lihtsamini leida liikudes viimast veergu mééda
iles, kuni viimase vaartuseni 21 ehk 3. reale. Kuna teisel real on viimases veerus vaiksem vaartus
(16), siis 3. ese kuulub kohvrisse. Nuiid peame selle kaalu maha lahutama: 10 — 1 = 9, seega
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vaatame eelviimast tulpa. Siin on 2. reas vaartus 16 ja eelmises reas 7, jarelikult tuleb lisada ka teine
ese. Lahutame selle kaalu: 9 — 3 = 6. Kuna esimese rea 6. veerus on vaartus 7, lisati ka esimene ese.
Seega on liheks lahendiks esemed 1, 2 ja 3, kohvri kogukaal on 5 4+ 3 + 1 = 9 kg ja vaartus
74+94+5=21.

8.1.7 Keerukus

Dinaamilise planeerimise juures on mahulist keerukust enamasti killaltki kerge hinnata — sellele
vastab DP tabeli suurus. Seljakotililesandeks on tabeli (iheks m66tmeks esemete arv, teine mddde
aga soltub sellest, kui suur on lubatud kaal.

Ka ajaline keerukus s&ltub selle lahenduse puhul lubatud kaalu vaartusest ja on on O0(nM), kus M on
koti lubatud kaal.

Seega antud algoritm, lahendab seljakotiiilesande pseudopoliinomiaalse keerukusega. See
tahendab, et keerukus on poltinomiaalne sisendi arvulise vaartuse suhtes (seljakoti maksimaalse
kaalu M suhtes), aga on siiski eksponentsiaalne sisendi mahu (bittide arvu) suhtes. Kui seljakoti
maksimaalne kaal kasvab (he biti vOrra, kasvab algoritmi to6aeg 2 korda. Naiteks kui seljakoti
lubatud maksimaalne kaal on 8 asemel 256, siis kasvab kuluv aeg 32 korda. Seega on keerukus
tapsemalt lahti kirjutades O (n * 21082 M),

8.1.8 Seljakoti erinevad variatsioonid

Sellist tlitipi seljakoti Glesannet, kus igat eset saab lisada maksimaalselt Ghe korra, nimetatakse ka
0/1 seljakotiulesandeks. Sageli kohtab aga ka piiramata (unbounded) seljakotitilesannet — sel juhul
saab lisada iga eset nii palju, kui soovi on. Sellisel juhul:

0,kuim=20
mv(m) = {rrrgg%i(vi + mv(m —m;))
Oma olemuselt on seljakoti ilesanne vaga lahedane 5. peatiikis tutvustatud mindiiilesandele.
Miuntide vaartused vastavad kaaludele ja kogusumma kogukaalule. Optimeerisime sellele, et
miintide arv oleks kdige vaiksem, seega vBiks anda igale miindile vaartuseks -1.

8.2 RANDKAUPMEHE ULESANNE

Teine klassikaline NP-keeruline optimiseerimisiilesanne on
randkaupmehe ilesanne. Ulesande s&nastus on lihtne: antud on hulk
linnasid koos nendevaheliste kaugustega. Leida lihim tee, mis
vdimaldab kdik need linnad labi kdia ja alguspunkti tagasi jouda.
Ulesanne sdnastati esmakordselt 1930. aastatel ja see on (ks kdige
rohkem uuritud optimiseerimisiilesandeid. Hoolimata tldkujul
lahendamise keerukusest on Glesandele leitud mitmeid heuristikuid,
mis vdimaldavad paljudel erijuhtudel leida mdistliku ajaga lahendeid,
mis on ideaalsest vaid protsendi voi paari vorra halvemad.

Praeguses kontekstis uurime randkaupmehe llesandele tdpse lahendi
leidmist diinaamilise planeerimise abil.
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8.2.1 Ulesanne: kaupmees

Antud on linnade nimekiri, alguspunkt ja iga kahe linna vahelised kaugused. Leida liihim tee, mis labib
iga linna tapselt Uks kord ning 16ppeb alguspunktis.

Sisendi esimesel real on Uiks tdisarv n - linnade arv. Jargneval n-1 real on igatihel n-i arvu, kus i on
reanumber: i-nda linna kaugus linnadest i+1, i+2...n

Viljundisse kirjutada liks tdisarv: lihima tee pikkus, kui tee algab ja
I6ppeb esimeses linnas.

NAIDE:

4
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15 17
12

Vastus:
55

Joumeetodit kasutades tuleks proovida kdikvéimalikud linnade jarjestused labi, neid on (n — 1)L
Samas pole raske margata, et kui vaatame teid A-B-C-D-lilejaanud linnad ja A-C-B-D-lilejaanud
linnad, siis arvutame nende Ulejddnud linnade erinevaid vdimalikke jarjekordi iga kord uuesti. Samas
soltub kokkulangevus kahest asjast: viimati kilastatud linnast ja kdikide seni kiilastatud linnade
hulgast.

Teame, et peame IGpetama linnas A. Enne linna A joudmist tuleb meil Iabida kdik tlejaanud linnad
mingis jarjekorras. Tahistame seda olukorda (A, {B,C,D}). Meid huvitab selline linnade B, C ja D
jarjestus, mille korral labitakse kdige vaiksem maa. On kolm erinevat vdimalust vastavalt sellele, kas
linna A tullakse linnast B, linnast C v&i linnast D.

Kui linna A tullakse linnast B, siis tee pikkuseks on tee linnast B linna A ja parima tee (B, {C,D}) pikkus.
See, millisel moel C ja D kaudu linna B j6uti, ei ole sellel sammul enam oluline, meid huvitab ainult, et
see oleks [ihim. Liihima tee iga alamtee on ise ka lihim tee.

Analoogselt, kui linna A tullakse linnast C, siis tee pikkus on (A,C)+(C,{B,D}) ja kui linnast D, siis
(A,D) + (D,{B,C}). Vastuseks on muidugi neist teedest |iihim!

8.2.2 Rekursioonivalem

Olgu meil linnad Ly.. L,,_4 ja mingi linnade hulk V € {Ly,..,L,_1}- (Li,Lj) tahistab kaugust linnast
L; linna L; ja mk(L;, V) minimaalset teed linna L; 1abi kdigi linnade hulgas V. Siis saame jérgmise
valemi:
(Lo, L), kuiV =9
mk(Ly, V) = vr{ljigv((L,-,Li) +mk(L;, V\{L;}))

8.2.3 Valemi kasutus

Kdigepealt leiame baasjuhud ehk teed ldhtelinnast A otse igasse teise linna. Need saame kauguste
tabelist:

A 0 10 21 18
B 10 0 15 17
C 21 15 0 12
D 18 17 12 0
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mk(B,{}) = (4,B) =10
mk(C,{}) =(4,C) = 21
mk(D,{}) = (4,D) =18
Jargmiseks saab arvutada minimaalsed teepikkused ldbi Ghe linna:
mk(B,{C}) = (C,B) + mk(C,{}) =15+ 21 =36
mk(B,{D}) = (D,B) + mk(D,{}) =17+ 18 =35
mk(C,{B}) = (B,C) + mk(B,{}) =15+ 10 =25
mk(C,{D}) = (D,C) + mk(D,{}) =12+ 18 =30
mk(D,{B}) = (B,D) + mk(B,{}) =17 + 10 = 27
mk(D,{C}) = (C,D) + mk(C,{}) =12+ 21 =33
Teepikkused labi kahe linna on juba huvitavamad:
mk(B,{C,D}) = min((C, B) + mk(C,{D}), (D, B) + mk(D,{C})) = min(15+ 30,17 + 33) = 45
mk(C,{B,D}) = min((B,C) + mk(B,{D}),(D,C) + mk(D,{B})) = min(15 + 35,12 + 27) = 39
mk(D,{B, C}) = min((B,D) + mk(B,{C}), (C,D) + mk(C,{B})) = min(17 + 36,12 + 25) = 37
Lihim tee, mis linnast A tagasi linna A viib 1abi k&igi linnade:
mk(4,{B,C,D}) =

= min((B, A) + mk(B,{C,D}), (C,A) + mk(C,{B,D}), (D, A) + mk(D,{B,C})) =
= min(10 + 45,21 + 39,18 + 37) = 55

8.2.4 DP tabel

Aga kuidas neid vaartusi tabelisse panna? Funktsioonil mk on 2 parameetrit — vaadeldav linn ja
linnade hulk, mis on juba vaadeldud. Linnaga on lihtne, aga mida teha hulgaga? Siin tuleb kasuks
meelde tuletada llesanne ,,Moekunstnik ja koiliblikas” (I osa, ptk 5.8) — hulki on hea mugav edasi
anda bitimaskidena.

{} {B} {c} {8C}  {D} {8D}  {CD}  {BCD}
B 10 - 36 - 35 - 45 -

C 21 25 - - 30 39 - -
D 18 27 30 37 - - - -

A - - - - - - - 55 |
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8.2.5 Kood
Siin on funktsioon, mis selle tlesande lahendab:

vector<int> kaupmees(int n, int ap, int** tabel)
{
int** dp;
int n2 = 1 << n;
dp = new int*[n2];
for (int 1 = 0; i < n2; i++) {
dp[i] = new int[n];
for (int j = 0; j < n; j++) {
dp[i][j] = -1;
}
}
for (int 1 = 0; 1 < n2; i++) {
if (1 << ap &1i>0){

continue;
¥
if (1 == 0) {
continue;
¥

vector<int> cv;
for (int j = 0; j < n; j++) {
int linn = 1 << j;
if (i & linn > @) {
cv.push_back(j);
}
b
if (cv.size() == 1) {
dp[i][cv[@]] = tabel[ap][cv[@]];
continue;
}
for (int j = 0; j < cv.size(); j++) {
int J = cv[j];
dp[i][J] = 1000000000;
int pi =1 - (1 << J);
for (int k = 0; k < cv.size(); k++) {
int K = cv[k];

if (K ==3 || dp[pi][K] == -1 || tabel[K][3] == -1) {
continue;
¥
, dp[i][3] = min(dp[i][3], dp[pi][K] + tabel[K][3]);
}
)
n2--;

n2 -= (1 << ap);
int vas = 1000000000;
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
if (tabel[i][ap] == -1) {
continue;

}
vas = min(vas, tabel[i][ap] + dp[n2][i]);
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vector<int> vasvec;
vasvec.push_back(ap);
int rd = vas;
int ni = ap;
while (n2 != 0) {
for (int i = @; i < n; i++) {
if (dp[n2][i] == -1 || tabel[i][ni] == -1) {
continue;
}

if (dp[n2][i] + tabel[i][ni] == rd) {
rd -= tabel[i][ni];
vasvec.push_back(i);

ni = 1i;
n2 -= (1 << i);
break;

}
}

return vasvec;

8.2.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks on vaja teada, milline avaldis miinimumi andis. Kuna aga seda miinimumi on vaja
leida paris mitme lahtri seast (nii mitme, kui mitu linna meil parasjagu vaadeldavas hulgas on), siis on
taastamise vajaduse korral targem meeles hoida see linn, mille kaudu antud miinimum leiti. Nii
teame taastades, et antud sammul Iabiti see linn ja eelnevalt labiti linnad hulgast V\{L;}

8.2.7 Keerukus

Kavalast lahendusest olenemata ei tohi linnade arv olla kuigi suur. DP tabeli (iheks mddtmeks on
kombinatsioonide arv, mis on juba 2™~1. Teiseks m&dtmeks on linnade arv n ja lisaks kasvab koos
linnade arvuga ka see, mitmest vaartusest miinimumi votta tuleb. Kokku on Held-Karpi algoritmi
ajaliseks keerukuseks 0(n?2™) ja mahuliseks keerukuseks 0(n2")

8.3 LEVENSHTEINI KAUGUS

Paljudes ulesannetes on vaja hinnata kahe stringi
omavahelist ,,sarnasust”. Naiteks ,jalalaba“ ja ,ali
baba“ vGiks olla omavahel sarnasemad kui
ykartulipold” ja ,,veoauto”. Sellise sarnasuse
hindamiseks kasutatakse sellist Levenshteini
kauguse nimelist mdddikut (nimetatud vene
arvutiteadlase Vladimir Levenshteini jargi, kes
tegeles vastava probleemiga juba aastal 1965).
Sageli nimetatakse seda kaugust ka
toimetamiskauguseks (i.k. edit distance).
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8.3.1 Ulesanne: Levenshteini kaugus

Olgu defineeritud jargmised operatsioonid:
asendamine: Uks mark asendatakse teisega, nditeks uxv » uyv
kustutamine: Giks mark eemaldatakse: uxv - uv
lisamine: Uks mark lisatakse: uv > uxv
Leia, mitu operatsiooni on vaja minimaalselt teha, et saada lihest stringist teine.
Sisendi esimesel real on kaks tdisarvu — esimese stringi
ja teise stringi pikkus. Teisel real on esimene string ja
kolmandal real teine string.
Viljastada Uks tdisarv — vajalike operatsioonide arv, et
saada lhest stringist teine.
NAIDE:
7 10
elevant
kaelkirjak
Vastus:
8

Esimeses osas 5. peatiikis oli pikima Gihise osajada leidmise llesanne. Seal meid huvitas just
kokkulangevate tahtede arv, antud tilesandes on vaja loendada kohti, kus kokkulangevus puudub
(mark tuleb kas lisada, eemaldada voi asendada). Oma olemuselt on antud lilesanne vaga sarnane
pikim osajada leidmisele ning tegelikult on viimane Levenshteini kauguse leidmise erijuht.

Pikima Uhise osajada leidmise (ilesandes loendasime tdhtede kokkulangevusi ja leidsime maksimumi,
selles lilesandes on kokkulangevuse hinnaks aga 0 ja otsitakse miinimumi. Uldine idee aga jaab
samaks.

Vordleme jadades viimaseid marke a,, ja b,,. Seekord on meil neli véimalust:

* margi a,, kustutamine esimesest stringist;
e margi b, lisamine esimesse stringi;

e margi a,, asendamine margiga b,;

e juht, kusa,, =b,.

Viimane neist on kdige lihtsam: kui on kokkulangevus, siis teisenduskauguseks on stringide

aj ...ay_1 ja by ... by_4 teisenduskaugus. Samuti asendamise puhul on teisenduskauguseks on
stringide a; ... @y,_1 ja by ... by_1 teisenduskaugus, millele on juurde liidetud 1 toimunud
asendusoperatsiooni eest. Samuti on vaja liita 1 toimunud operatsiooni eest lisamise/kustutamise
korral ning vordlemiseks jaavad stringid a; ... a;,_1 ja by ... b, (kustutamisel) v6i a; ... a,, ja by ... bp_q
(lisamisel). Kuna vaja leida on vdahim véimalik toimetamiskaugus, tuleb votta nendest neljast
vOimalusest see, mis annab kdige vdiksema toimetamiskauguse.

Tuleb veel tdhele panna, et kui liks stringidest on tlhi (pikkusega 0), siis minimaalseks
toimetamiskauguseks on teise stringi pikkus — tuleb teha nii mitu lisamise/kustutamise operatsiooni,
kui pikemas stringis marke on.

NB! Selleks, et leida kahe stringi vahelist Levenshteini kaugust, ei ole vaja sooritada tegelikult Ghtki
neist operatsioonidest, sest selle Glesande kdigus ei muudeta kumbagi sisendstringi!
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8.3.2 Rekursioonivalem

Olgu LK, (i, j) stringide a, ...a; ja by ... b; toimetamiskaugus ehk Levenshteini kaugus. Siis saame
jargmise rekursioonivalemi:
( max(i, ), kuimin(i,j) = 0
| I( LK, p(i—1,j)+1
LK, p(i,)) = { min{ . LKa,l., Gj—-1D+ 1.
| ILKa'b(l—l,]—1)+0,kul a; = b;
| LKap(i—1,j— 1)+ 1 kuia; # b,

8.3.3 DP tabel

Jargnev tabel on tadidetud seda valemit kasutades:

/0 Je L JE v A N [T
[l 0 1 2 3 4 5 6 7
K 1 1 2 3 4 5 6 7
A 2 2 2 3 4 4 5 6
E 3 2 3 2 3 4 5 6
L 4 3 2 3 3 4 5 6
K 5 4 3 3 4 4 5 6
| 6 5 4 4 4 5 5 6
R 7 6 5 5 5 5 6 6
J 8 7 6 6 6 6 6 7
A 9 8 7 7 7 6 7 7
K 10 9 8 8 8 7 7 8

Paneme tdhele, et esimeses reas ja veerus on olukorrad, kus ks stringidest on tiihi, sellisel juhul on
kauguseks teise stringi pikkus. See on ka loogiline — selleks, et saada tiihjast stringist naiteks string
»elevant”, tuleb lisada kdik selle stringi tdhed ehk toimetamiskauguseks on stringi pikkus.

Mo66da diagonaali toimuvad asendamised(vdi kokkulangemised — kulu on 0), paremale voi alla
liikudes eemaldamised ja lisamised. Vastus asub tabeli alumises parempooles nurgas.
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Funktsioon, mis vastava tabeli koostab, on siin:

int LevenshteiniKaugus(int n, int m, string s, string t)

{
int** dp = new int*[n + 1];
for (int i = @; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[m + 1];
for (int j = @; j <= m; j++) {
dp[i][]] = @;
}
for (int 1 = @; i <= n; i++) {
dp[i][e] = 1i;
for (int i = @; i <= m; i++) {
dp[@][i] = 1i;
}
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 15 j <= m; j++) {
int sc = 1;
if (s[i-1] == t[j-1]) {
sc = 0;
}
dp[i][J] = min(min(dp[i-1][J] + 1, dp[i][j-1] + 1), dp[i-1][]-1] + sc);
}
return dp[n][m];
}

8.3.4 Teisenduse taastamine tabelist

Tabelist on vBimalik taastada ka tehtud teisendused, mis vahima kauguseni viisid. Lahendusi vdib olla
muidugi mitu.

Taastamine kaib loomisega vorreldes tagurpidi, alustame kohalt dp[m,n] ja I6dpetame kohal dp[@,0].
Olles lahtris dp[1i, j], vaatame milline vaartustest lahtrites dp[i-1,j], dp[i-1,j-1]jadp[i,j-1]
on vahim.

Siin on moned lahendused:

--ELEVANT- --EL--EVANT --ELEVA-NT
KAELKIRJAK KAELKIRJAK- KAELKIRJAK

8.3.5 Ajaline ja mahuline keerukus

Selle algoritmi ajaline ja mahuline keerukus on O(nm), kus n ja m on stringide pikkused. Kui vaja on
leida vaid arvuline kaugus ja tee taastamine oluline ei ole, siis saab aga kasutada kokkuhoidlikku
lahendust — uue lahtri arvutamiseks on vaja teada ainult eelmise rea infot ning kdesoleva rea eelmist
vaartust — seega piisab kauguse leidmiseks vaid eelmise ja kdesoleva rea meelespidamisest.
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8.3.6 Levenshteini kauguse omadused

Levenshteini kaugusel on jargmised omadused:

e See on vdahemalt nii suur, kui stringide pikkuste erinevus (puuduvad tdhed tuleb lisada voi
ileliigsed eemaldada) : LK (a,b) = |a — b|, kus X on stringi x pikkus.

e FEiole kunagi suurem, kui pikema stringi pikkus (saab asendada iga margi): LK(a,b) <
max(a,b)

e See on O siis ja ainult siis, kui stringid on tapselt samad: LK(a,b) = 0 <>a=1»>b

e Esimese sdna kaugus teisest on sama, mis teise sdna kaugus esimesest: LK (a,b) = LK (b, a)

e Kahe stringi Levenshteini kaugus ei ole kunagi suurem kui esimese stringi kauguse mingist
kolmandast stringist ja teise stringi kauguse sellest kolmandast stringist summa:
LK(a,b) < LK(a,c) + LK(b,c)

8.3.7 Levenshteini kauguse variatsioone

Nagu juba mainitud, saab pikima lihise osajada leidmist vaadata kui Levenshteini kauguse erijuhtu,
kus lubatud on ainult lisamised ja kustutamised (maksumusega 0), kattuvuse hinnaks on 1. Kui
lubatud on ainut asendamised (stringid peavad siis muidugi olema sama pikkusega), nimetatakse
sellist kaugust Hammingi kauguseks ning selle leidmine on triviaalne.

Modnikord lisatakse operatsioonide hulgale veel transpositsioon ehk kahe kdrvuti asuva tahe
vahetamine, uxyv-uyxv. Sellisel juhul omandab rekursioonivalem jargmise kuju:

max(i, ), kuimin(i,j) =0

( LK p(i—1,j)+1

I LKy, j— 1) +1
LKa,b(l;]) = min{ LKa’b(i -1,j— 1)+ 0, kui a; = bj

|  LKgp(i—1,j—1)+1,kuia; # b;
\LKap(i =2, = 2) + 1, Jeui a;_ya; = by,
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8.4.1 Ulesanne: Sarnasus

On antud kaks nukleotiidide jarjestust ning need tuleb seada lksteisega vastavusse, nii et vdimalikult
palju jarjenditest langeks kokku. Jarjendite vastavusse seades on kolm vdimalust:

1. Kattuvus — mdélema jarjendi nukleotiid on sama

2. Mittekattuvus — kummaski jarjendis on erinev nukleotiid

3. Kustutamine — lhes jarjendis puudub vastav nukleotiid

Igal juhtumil on oma hind: iga kattuvus annab 1 punkti, iga mittekattuvus -1 ning iga kustutamine
samuti -1. Leia nende jarjendite sarnasus ehk maksimaalne hind.

Sisendi esimesel real on esimese jarjestuse pikkus ja teisel real sellele vastav margijada, mis koosneb
markidest A, C, G ja T ja U. Kolmandal real on teise jarjestuse pikkus ja sellele vastav margijada.
Viljastada Uks taisarv: maksimaalne hind.
NAIDE:

7

GCATGCU

7

GATTACA

Vastus:

0

Naiteks sobib jargmine joondus:
GCAT-GCU

G-ATTACA

120 130
GAT AAATCTGGTCTTATTTCC

Kuigi nimetused on teised, pole vast raske taibata, et mittekattuvus on sama, mis eelmises tlesandes
asendamine. Erinevuseks on veel operatsioonide hind: originaalses Needlemani ja Wunschi to6s
kasutati sellist slisteemi nagu llesandes — kattuvus 1 punkt, mittekattuvus ja kustutamine -1.
P6himotteliselt on véimalik kasutada Gkskdik millist punktististeemi, kuna sellest ei muutu algoritmi
ega dp-tabeli tditmise loogika. Kasutades eelnevalt kirjeldatud siisteemi, saab hinnata kattuvust O
punktiga ja mittekattuvust ning lisamist/kustutamist Ghe punktiga. Nii saame tulemuseks
Levenshteini kauguse. Seetdttu algoritm ise pikemat selgitamist ei vaja:

int NeedlemanWunsch(int n, int m, string s, string t)

{
int** dp = new int*[n+1];
for (int 1 = 0; 1 <= n; i++) {
dp[i] = new int[m+1];
for (int j = 0; j <= m; j++) {
dp[i][j] = @;
¥
}
int vas = 0;
for (int 1 = 1; 1 <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= m; j++) {
int hind = -1;
if (s[i-1] == t[j-1]) {
hind = 1;
¥
dp[i][j] = max(max(dp[i-1][j] - 1, dp[i][]j-1] - 1), dp[i-1][j-1] + hind);
return dp[n][m];
}
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8.4.2 Ulesanne: Mis on iihist?

On antud kaks geenijarjestust. Leida parima hinnaga joondatava alamosa hind, kui operatsioonide
hinnad on jargmised:
kattuvus 3
mittekattuvus -3
kustutamine -2
Sisendi esimesel real on esimese jarjestuse pikkus ja teisel real sellele vastav margijada, mis koosneb
markidest A, C, G ja T ja U. Kolmandal real on teise jarjestuse pikkus ja sellele vastav méargijada.
Viljastada ks taisarv: maksimaalne 16igu hind.
NAIDE:
9
GGTTGACTA
8
TGTTACGG
Vastus:
13

Kui Needleman-Wunschi algoritm leidis kahe jarjendi parima joonduse, siis antud tilesandes on vaja
leida kahest geenijarjestusest parima kattuvusega 16igud. Seetdttu nimetatakse esimest ka
globaalseks joondamiseks ja teist, antud tlesannet, lokaalseks joondamiseks.

Lokaalse joondamise probleemiga tegelesid Temple F. Smith ja Michael S. Waterman, kes pakkusid
1981. aastal lahenduseks algoritmi, mis kannabki niitid Smith-Watermani nime. Nagu aimata vdid, on
taas tegemist diinaamilise planeerimisega, tdpsemalt jallegi Levenshteini kauguse modifikatsiooniga.
Siin on oluline, et mitte soositud operatsioonid on negatiivse hinnaga, soositud (kokkulangemine) aga
positiivsega. Kui mingil hetkel Iaheb tehingu vaartus nulli, siis seda enam ei vahendata, vaid
hakatakse otsima uut parimat kokkulangevat juppi.

8.4.3 Rekursioonivalem

Tahistame kustutamise/lisamise eest lahutatavat hinda LH-ga (antud Glesandes -2) ning kattuvuse
hinda KH-ga (3) ja mittekattuvuse hinda MH-ga (-3), siis:
( 0,kuii=0Vj=0;
i I( SWop(i—1,j)+LH
SW,,(,j— 1)+ LH
Wap ) = | SWap(ij — 1)+ LH
’ | max<{ SW, , (i —1,j — 1) + KH, kui a; = b;
| ISW,,(i—1,j — 1) + MH, kui a; # b;

L 0
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8.4.4 Tabel

Naiteandmete pohjal tekib jargmine dp tabel:

.0 6 /6 T [T 6 A C [T A |
] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
T 0 0 0 3 3 1 0 0 3 1
G 0 3 3 1 1 6 4 2 1 0
T 0 1 1 6 4 4 3 1 5 3
T 0 0 0 4 9 7 5 3 4 2
A 0 0 0 2 7 6 10 8 6 7
C 0 0 0 0 5 4 8 13 11 9
G 0 3 3 1 3 8 6 11 10 8
G 0 3 6 4 2 6 5 9 8 7

8.4.5 Kood

int SmithWaterman(int n, int m, string s, string t)

{ int** dp = new int*[n+1];

for (int 1 = 0; i <= n; i++) {
dp[i] = new int[m+1];
for (int j = 0; j <= m; j++) {
dp[i][]] = @;
¥
}
int vas = 0;
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= m; j++) {
int sc = -3; // ei lange kokku
if (s[i-1] == t[§-1]) {
sc = 3; // langeb kokku
}
dp[il[]] =
max(max(dp[i-1]1[j] - 2, dp[i]l[]j-1] - 2), max(@, dp[i-1][j-1] + sc));
vas = max(vas, dp[i][i]);
¥
}
return vas;
}

8.4.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks tuleb leida suurima vaartusega lahter tabelist (seda on kaval jooksvalt meeles
pidada) ning sealt saab juba tagurpidi tagasi tulles leida operatsioonid, mida kasutati. Kui jdutakse
lahtrisse, kus on @, siis on algus leitud ja rohkem kuhugi liikuda pole vaja. Seega vastus llesandele
vOib asuda suvalises tabeli lahtris ning taastamisteegi ei pea jooksma ilusti tagasi tabeli algusesse,
nagu klassikalisele toimetamiskauguse algoritmile omane. Ulesande lahenduseks on niiteks jargmine
joondus (parim kokkulangev |16ik on margitud rohelisega):

GGTTGACTA
TGTT=ACGG
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8.5 DUNAAMILINE AJA PAINUTAMINE (DYNAMIC TIME WARPING)

Diinaamiline aja painutamine (i.k. dynamic time warping, DTW) on algoritm kahe aegrea sarnasuse
hindamiseks. DTW algoritmi kasutati algselt just automaatses kdnetuvastuses, et hakkama saada
erinevatel kiirustel radkimisega.

Naiteks, kui sarnased on jargmistel joonistel toodud punane ja sinine funktsioon? Kui proovida
vorrelda omavahel punke, mis ajas tapsel kokku langevad (esimene joonis), siis tundub, et Gsna
erinevad.

aeg aeg

Parempoolsel joonisel aga vorreldakse ajas veidi Uksteise suhtes nihkes olevaid punkte, mis
seataksegi vastavusse nii, et erinevus oleks vdimalikult vdike. See saavutatakse nii, et vahepeal on
aeg justkui kokkusurutud véi valjavenitatud — (ihele kitsale 16igule ajas vastab teisest funktsioonist
hoopis laiem I8ik.

8.5.1 Ulesanne: helid

On antud kaks heli aegridadena — uuritav rida ja etalon. Leia minimaalne summaarne erinevus nende
ridade vahel.

Sisendi esimesel real on arv m — uuritava rea pikkus millisekundites ja teisel real on m arvu —igale
millisekundile vastav kdrgus. Kolmandal real on arv n — etalonrea pikkus - ja neljandal real n arvu.
Kdik andmed on tdisarvudena.

NAIDE:

6

1123209
7
112321
Vastus:

2

Ka selle lilesande lahendamiseks saab kasutada diinaamilist planeerimist ning tdpsemalt Levenshteini
kauguse modifikatsiooni. Kirjeldatud kokkusurumistele ja venitamistele vastavad kustutamised ja
lisamised ning asendamisi ei toimu. Operatsiooni hinnaks on punktide vaartuste kaugus.
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8.5.2 Rekursioonivalem
Olgu d(a;, bj) = |a; — by, siis

( 0, kuii=0jaj=0
| o, kuii=0vdij=0
[ min{ T(i —1,j — 1) + d(a;, by)
\ T(i,j — 1) + d(a; by)

8.5.3 Tabel

Ulesande naide annab jargmise DP-tabeli:

R NWNRROO
8 888283838 ¢°
AR WNRRRg
-b-b-l}NHI—\Ng
WNNR NN
EBNRNASNg
NR NN OGO o g
NWwU oo oy

8.5.4 Kood

int DTW(int n, int m, vector<int>, vector<int> t)
{
int** dp = new int*[n];
for (int 1 = 0; i < n; i++)
{
dp[i] = new int[m];
for (int j = 0; j < m; j++) {
dp[i][3j] = @;
¥
}
for (int i

dplil[e]
}

for (int i =
dp[@][i]

0; 1< n; i++) {
= MAXINT;

0; i< my i++) {
= MAXINT;

for (int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < m; j++) {
dp[i][j] = min(dp[i - 1]1[3], dp[il[j - 11);
dp[i][3] = min(dp[i][j], dp[i - 11[J - 11);
, dp[i][j] += kaugus(i, J);

return dp[n][m];
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8.6 LOIKUDEGA ULESANDED

8.6.1 Ulesanne: palgi Idikamine

Tookoda pakub teenust, et kliendi palgist I6igatakse talle sobivast kohast sobiva pikkusega jupid.
Kuna tdé6kojas on vaid (ks tihe teraga saag, saab palki |Gigata korraga ihest kohast. Palgi |dikamise
kulu sdltub sellest, kui pikk on parasjagu Idigatav palk. Seega, kui kliendil on 10m pikkune palk ja ta
soovib saada I6iked vasakult 1 m kauguselt, 3 m kauguselt ja 5m kauguselt, siis esimene kord on vaja
Idigata 10-meetrist palki, teise I0ike tegemisel aga soltub, millisest kohast Idigati esimene kord. Kui
IGigati 1m kauguselt, tuleb jargmine I0ige teha 9-meetrisesse palki, kui aga nditeks 5m kauguselt, siis
5-meetrisesse palki. To6koda kiisib iga meetri IGigatava palgi eest 1 Gihiku raha. Leia minimaalne
summa, mis etteantud palgi I6ikamiseks kulub.

Sisendi esimesel real on kaks tdisarvu palgi pikkus p ja Idigete arv n. Teisel real on n tdisarvu —
Idikekohtade kaugused palgi vasakust servast.

Viljundisse kirjutada iks arv — minimaalne hind, mis tuleb palgi jupitamise eest tasuda.

NAIDE:

10 4
4578

Vastus:
22

8.6.2 Tee DP-ni

Alustame taas joumeetodile motlemisega. Vdimalikke 18ikekohti on 1 ja tuleks labi proovida kdik
vOimalikud jarjestused. Iga Idige jaotab palgi tapselt kaheks jupiks, mida tuleb siis samal moel edasi
tiikeldada, kuni kdik I6iked on tehtud. Kuigi see Iahenemine t66tab, on selle keerukuseks O (n!).

Siingi hakkavad alamprobleemid kattuma, sest kui mingil hetkel on jarel jupp 16ikekohast i kuni
I6ikekohani j, siis pole tegelikult vahet, mil moel selle seisuni jduti — optimaalse lahenduse saamiseks
on vaja |Gigata see tekkinud jupp véimalikult vaikese kuluga.

8.6.3 Rekursioonivalem

Tahistame h(i, j) parimat hinda Idikekohast i kuni 16ikekohani j, kus 0 < i < j <n 4+ 1. 0 on palgi
vasak jan + 1 parem otspunkt. Otspunktide vahel on |16ikekohad 1 ... n, jarjestatud rangelt vasakult
paremale. Sellisel juhul

O kuii+1=j

h(i,j) = {p(i,j)+ j_l}(h(i, k) + h(k,))

kus p(i,j) on palgi pikkus i. Idikepunktist j. Idikepunktini.

min
Vke{i+1,...,

8.6.4 Tabeli tiitmine

Kasutame rekursioonivalemit DP tabeli tditmiseks. Siin tuleb tdhele panna, et alustada tuleb
lihematest |Gikudest, kuna neid kasutatakse pikemate |6ikude arvutamiseks. See tdhendab, et tabelit
taidetakse sisuliselt mé6da diagonaali — lihemad 18igud asuvad diagonaali Iahedal, pikemad sellest
eemal. Praktikas on lihtsam tadita veerg-haaval, tdites iga veeru diagonaalist Ulespoole liikudes. Ka
vastus ei ole tavaparases kohas ehk tabeli I6pus, vaid hoopis esimese rea viimases veerus:
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(0)

(4)

(5)

(7)

4
(8)

1 2(5)

(4)
0

5+
min([0,1],{1,2]) =
5+ min(0, 0) =

5

L=1

3(7)

7+
min([0,1]+[1,3],
[0,2]+[2,3]) =

7+ min(0+3, 5+0) =
10

L=1

3+
min([1,2]+[2,3]) =
3 + min(0+0) =

3

L=2

4 (8)

8+
min([0,1]+[1,4],
[0,2]+[2,4],
[0,3]+[3,4]) =

8 + min(0+7, 5+3,
10+0) = 15

L=1

4+
min([1,2]+[2,4],
[1,3]+[3,4]) =

4 + min(0+3, 3+0)

7

L={2,3}

3+
min([2,3]+[3,4]) =
3 + min(0+0)

=3

L=3

0

5 (10)

10 +
min([0,1]+[1,5],
[0,2]+[2,5],
[0,3]+[3,5],
[0,4]+[4,5]) =

10 + min(0+12,
5+8, 10+3, 15+0) =
22

L=1

6+
min([1,2]+[2,5],
[1,3]+[3,5],
(1,4]+[4,5]) =

6 + min(0+8, 3+3,
740) = 12

L=3

5+
min([2,3]+[3,5],
[2,4]+[4,5]) =

5 + min(0+3, 3+0)
=8

L=(3,4}

3+
min([3,4]+[4,5]) =
3 + min(0+0)

=3

L=4

0

Iga arvutatud lahtri viimasel real on toodud ka I6ikekoht (v&i I6ikekohad), mis parima tulemuse andis.

Nii on lihtne leida, mis jarjekorras tuleb palki tegelikult tiikeldada.
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8.6.5 Kood

int loika(int pikkus, int loikeid, int* loikekohad) {

int** dp = new int*[loikeid + 4];
for (int 1 = 0; 1 < loikeid + 4; i++) {
dp[i] = new int[loikeid + 4];
}
for (int i = 0; i < loikeid + 4; i++) {
for (int j = 0; j < loikeid + 4; j++) {
dp[i][j] = MAXINT;

}

for (int 1 = 0; 1 <= loikeid + 1; i++) {
dp[i][i] = ;
dp[i][i + 1]
dp[i][i + 2]

0;
loikekohad[i + 2] - loikekohad[i];

}

for (int k = 3; k <= loikeid + 1; k++) {
for (int 1 = 0; i <= loikeid + 1 - k; i++) {
for (int j =1+ 1; j<=1+ k - 1; j++) {
if ((dp[i][jl+dp[jl[i+k]+loikekohad[i+k]-loikekohad[i])<dp[i][i+k]) {
dp[i][i+k] = dp[i][j]+dp[j]l[i+k]+loikekohad[i+k]-loikekohad[i];
}

}

return dp[@][loikeid+1];

8.6.6 Tee taastamine

Tee taastamiseks on vaja teada, milline I8ige andis vaadeldava miinimumi. Kui vaatame tabeli Glemist
parempoolset lahtrit ehk seda, kus on terve palgi jupitamine ja seega kogu lilesande vastus, siis see
jaotus, mis andis tol sammul miinimumi, ongi esimeseks |5ikeks optimaalse lahenduse puhul.
Jargmiste IGigete jaoks tuleb siis asuda jarelejaanud juppe uurima.

Kuigi on voimalik see miinimum tagurpidi taastada (proovime taas kdik 16iked labi ja vaatame, milline
neist andis miinimumi), siis juhul, kus taastamine on vajalik, on sageli kasulikum meeles pidada see
Uks arv — optimaalse I8ike asukoht.

Antud naites siis on optimaalseks hinnaks 22 ja see saadi siis, kui viimane Idige tehti 1. IGikekohta.
Seega jargmiseks |8ikeks jadvad jarele jupid 0-1 ja 1-5. Mis jarjekorras neid edasi tiikeldada, ei oma
tahtsust. Antud juhul esimest juppi rohkem tiikeldada pole vajagi. Teise tiiki jaoks vaatame tabelis
rea 1 veergu 5. Seal on nédha, et minimaalse hinna (12) andis 13ige 3. I16ikekohast. Seega jaib vaadata
juppe 1-3 ja 3-5. Neil on nagunii vaid tapselt Uiks IGikekoht ja nagu 6eldud — jarjekord ei ole oluline.
Seega sobivad lahenduseks |Giked jarjestuses 1, 3,2,4ja 1, 3, 4, 2.

Kontrollime, kas esimene jarjestus annab oodatud tulemuse: Alguses on palgi pikkus 10 ja peame
arvestama kuluga 10. L&igates 1. I6ikekohast, saame palgid pikkusega 4 ja 6. Esimesel neist |Gikekohti
rohkem pole. Teise palgi Idikame IGikekohast 3 ja saame kaks palgijuppi pikkusega 3. Kuna IGigatava
palgi pikkus oli 6, teeb see kuluks 10+6=16. Niilid on vaja jupitada veel mdlemad 3-se pikkusega
palgitikid. Tapne Idikekoht polegi enam oluline, kuna Idikamise kulu on igal juhul 3, seega on
kogukulu 16+3+3 =22.
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8.6.7 Keerukus

Mahuline keerukus on 0(n?). Ajalise keerukuse leidmiseks tuleb tahele panna, et iihe tabeli lahtri
arvutamiseks v3ib vaja minna kuni n operatsiooni, seega on ajaliseks keerukuseks 0(n?).

8.7 MAATRIKSITE KORRUTAMINE

Paljud Ulesanded fllsikast majandusteooriani taanduvad lineaaralgebrale, kus omakorda on
sagedaseks Ulesandeks erinevate maatriksite korrutamine. Seetdttu on ka vastavaid algoritme palju
uuritud ja optimiseeritud.

8.7.1 Ulesanne: maatriksid

On antud n maatriksit A1, A...A.. i.maatriksi suurus on P;_1*P;. Leida vahim operatsioonide arv,
mida on vaja teha, et maatriksid omavahel korrutada. Kui maatriks A on mddtmetega n*m ja maatriks
B on mddtmetega m*k, siis AXB on mootmetega n*k ning korrutamiseks vajalike operatsioonide arv
on n*m*k.

Sisendi esimesel real on antud maatriksite arv n.

Jargmisel real on antud n+1 tiihikuga eraldatud arvu ]
Pe...Pn, kus Pi_; ja P; tdhistavad i. maatriksi modste.
Viljastada vahim operatsioonide arv. L
NA.IDE: 111 | EE7 2 [eomnn ol |
5 iy | s Tz + arzbe
527435 . (AR (7T [ R R .. .
Vastus: ] T (g big + agzbag
160

by | bio] b

by | baa

8.7.2 Voimaluste arv

Esimese hooga tuleb ehk tahtmine proovida kdikvoimalikke variante. Naiteks nelja maatriksi
korrutamiseks on 5 varianti:

((ab)c)d, (a(bc)d), (ab)(cd), a((bc)d) ja a(b(cd)).

Vdimalike erinevate variantide arv on C,,_4, kus C; tahistab i. Catalani arvu ja n maatriksite arvu.
Catalani arv avaldub

c - 1 (Zn)_ n)t Sn+k
" n+1\n _(n+1)!n!_k k

Ja esimesed 20 Catalani arvu on:
1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845,
35357670, 129644790, 477638700, 1767263190.

See tdhendab, et kdigi vdimaluste labivaatamine tuleb kéne alla vaid siis, kui korrutatavate
maatriksite arv on vaga vaike.

330



8.7.3 Tee DPni

Vaatame mingit teatud pikkusega alamosa maatriksite jadast. Olgu esimene maatriks selles 4; ja

viimane A;. Tahistame korrutise A; X A;;1 X ... X A; leidmiseks vajalike tehete arvu op({, j). Siis
o 0,kuii=j

op(i,j) = { min _(op(i,k) + op(k +1,j) + Pi_y - P - P})

Vke(i,...j}

8.7.4 Tabeli tditmine

Selle Gilesande juures tuleb tdahele panna, et tabeli peadiagonaalil, kus i=j, asuvad 0-vaartused. Tabeli
taitmisel liigutakse peadiagonaalist eemale ning vastus on hoopis kohal [1, n], mis loogiliselt vastabki
maatriksite jadale 4; ... A,.

Al O

A2 | [A1,Al1] +[A2,A2] + 0
PO*P1*P2 =
70

A3 min( [A2,A2] + [A3,A3] 0
[A1,A2]+[A3,A3]+PO*P2*P +P1*P2*P3=
3; [A1,A1]+[A2,A3] + 56
PO*P1*P3) =
min(70+140, 56+40) =
96

A4 min( min( [A3,A3] + 0
[A1,A3]+[A4,A4]+PO*P3*P [A2,A3]+[A4,Ad]]+ [A4,A4] +
4; P1*P3*P4; P2*P3*P4 =
[A1,A2]+[A3,A4]+PO*P2*P [A2,A2]+[A3,A4]+P1*P2* 84
4; P4)=min(56+24,84+42)=8
[A1,A1]+[A2,A4]+PO*P1* 0
P4)=min(96+60,
70+84+105, 80+30) =110

A5  min( min( min( [A4,A4] +
[A1,A1]+[A2,A5]+PO*P1*  [A2,A4]+[A5,A5]+P1*P4* [A3,A4]+[A5,A [A5,A5] +
P5; P5; 5]+ P2*P4*P5; P3*P4*P5 =
[A1,A2]+[A3,A5]+PO*P2*P [A2,A3]+[A4,A5]+P1*P3* [A3,A3]+[A4,A 60
5; P5; 5]+P2*P3*P5)

[A1,A3]+[A4,A5]+PO*P3*P

[A2,A2]+[A3,A5]+P1*P2*

5; P5)= min( min(84+105,6
[A1,A4]+[A5,A5]+P0O*P4*P 80+30, 56+60+40, 0+140)=
5)=min( 189+70)= 189

110+50; 70+189+175; 110

96+60+100; 110+75)=160

Kui huvitab, milline korrutis siis sellise tulemuse andis, siis tabelis on margitud rasvaselt ka see
summa, mis miinimumini viis. Lahtrist [A1,A5] ndeb, et miinimum tuli summast

[A1,A1]+[A2,A5]+P0*P1*P5 ehk siis maatriksi Al korrutisest maatriksite A2...A5 korrutisega. A2 ja A5
parim korrutis tuli lahti [A2,A5] pohjal maatriksi A5 korrutisest maatriksite A2..A4 korrutisega. A2...A4
saab vdahimate operatsioonide arvuga leida, korrutades maatriksi A4 maatriksite A2 ja A3 korrutisega.
Seega parima tulemuse andis korrutis
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8.7.5 Kood

Ay ¥ (((A2 X Az) X Ag) X AS).

Siin on funktsioon, mis antud tabeli taidab:

int matMul(int n, vector<int> ml)

{

}

int** dp = new int*[n+1];
for (int 1 = 0; 1 <= n; i++) {
dp[i] = new int[n+1];

for (int vh = @; vh <= n; vh++) { // vh - vahe ehk kui pikki 16ike tdidetakse
for (int 1 = 1; i + vh <= n; i++) {

int j = 1 + vh;

dp[i][j] = (1 == j) ? @ : 1000000000;
= i; k < j; k++) { // iga 1dikekoha k jaoks
1

= min(dp[i][J], dp[i][k]+dp[k+1][F]+(mi[i-1]*mI[k]*m1[J]));

for (int k
, dp[i][]

return dp[1][n];

8.7.6 Keerukus

Mahuline keerukus on 0(n?). Ajalise keerukuse leidmiseks tuleb tahele panna, et iihe tabeli lahtri
arvutamiseks v3ib vaja minna kuni n operatsiooni, seega on ajaliseks keerukuseks 0 (n?).
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8.8 ULESANNE: MAED

Jargnev Ulesanne oli 2017. aastal Teheranis toimunud rahvusvahelise informaatikaolimpiaadi
proovivoorus:

Kolmas Parsia kuningas Tahmuras on vditnud lahingu suure deevade (deemonite) armeega. Ta soovib
vangistada nii palju deevasid kui véimalik Alborzi magedesse ja lasta Ulejddnud vabaks. Alborz on
maeahelik, mis ndeb valja nagu n-tipuga (1<n<2000) hulknurkne ahel. i. tipu koordinaadid on (i,
y[i]), kus i on kaugus aheliku algusest jay[i] (0<y[i]<£109) tipu kdrgus.

Deevasid saab vangistada erinevatesse tippudesse. Ainus tingimus on, et deevad ei tohi liksteist
naha, sest siis saavad nad teha pdgenemisplaane. Kaks deevat ei nae teineteist, kui nende vahel on
vahemalt ks tipp, mis on rangelt kdrgemal kui nende
deevade asukoha tippude vahele témmatud joon.
Jargneval joonisel deeva tipus 0 ndeb deevasid
tippudes 1 ja 2, aga ei nde neid, kes asuvad tippudes
3,4 ja 5, kuna tipp 2 on kdrgemal ja varjab vaate 2

tipust O tippudesse 3, 4 ja 5.

Aita Tahmurasel leida, kui mitu deevat saab ta

Alborzi maeahelikku vangistada. Sisendi esimesel real on

maetippude arv N. Jargmisel N real on tippude kdrgused.

NAIDE 1 (joonisel): 4
6

615231

Vastus:

3 (Naiteks tippudele 1, 3 ja 5)

NAIDE 2: |

3

012

Vastus:

1

Esimese asjana on meil vaja vastust kiisimusele kas tipp i paistab tipust j? Naitame hiljem Ulesande
lahenduses, kuidas seda teha, esialgu lihtsalt eeldame, et meil on nxn maatriks, mis vastab antud
kiisimusele. Naiteandmete puhul on see siis jargmine:

u b WNEO
OO0 R R R
OCO0OOR PR R
OR R R R R
OkrR KL L OO
R R R R OO
R B, O OOO

Pealtndha ei ole voimalik seda lilesannet lahendada muud moodi, kui jbumeetodiga proovides. Kuid
tuleb tdhele panna, et kui proovime deeva panna mingisse tippu k, ei saa teisi deevasid olla neis
tippudes, mis on naha tipust k, aga deevad saavad olla nende nahtavate tippude vahelistel [Gikudel.

Eraldi IGigud tekivad siis, kui nende vahel on nii kdrge punkt, et kumbki pool ei saa teist ndha,
mistSttu need kaks alamosa ei mdjuta Uksteist. Seega, kui me paneme Uihe deeva tippu k, siis
maskimaalselt saame paigutada maestikusse nii mitu deevat, kui on igale tipust k nahtamatule
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tippude I8igule maksimaalselt paigutatavate deevade summa pluss veel see deeva, mille just
paigutasime tippu k.

Naiteks kui panna deeva joonisel
viimasesse, 8. tippu (kdrgusega 1),
siis on sealt ndha 4. tipp korgusega
4 6 ja 7. tipp kdrgusega 2. Deevasid
saab paigutada veel |16ikudele [1,3]
ja [4,5], kuna need ei ole nidhtavad
viimasest tipust. Nagu jooniselt
naha, saab esimesele neist [1,3]

0 paigutada 2 deevat.

8.8.1 Rekursioonivalem

Tahistagu D(i, j) seda, mitu deevat saab panna tippude ISigule i-st j-ni vastavalt Glesande
tingimustele. On lihtne taibata, et Ghetipulisele Idigule (i = j) saab panna tapselt ihe deeva.
Tegelikult ka kahetipulisele 16igule saab panna tapselt Ghe deeva, kuna teine tipp on esimesest ja
esimene tipp teisest tipust ndha.

Olgu k tipp, mis asub 18igul [i, j] ehk i < k < j. Tahistagu LK;j;, selliste maksimaalse pikkusega
mittekattuvate I6ikude hulka, kus iga 16ik [k, g] € [i, j] ja Ukski I8igu [h, g], h < g punktidest ei ole
tipust k nahtav. Saame jargmise rekursioonivalemi:

1kuii=j

D(@,j) ={1+ max Z D(h,g)
Vkefi...j}
V[hglELK ji
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8.8.2 Tabeli tditmine

Tabeli tditmine sarnaneb kahele eelmisele tilesandele:

0 1 1+max(0,0) 1+max(0,0,0) 21+max( 1+max( 1+ max(
=1 =1 [3,3], [3,4], [3,5],
(3,31, [3,4], BB
1, 0, [5,5],
[0,1]) [0,1] [0,1]+[5,5],
=2 [0,1]) [0,1],
=2 [0,3])
=3
1 1 1+max(0,0) 1+max( 1+max( 1+max(
=1 (3,31, [3,4], (3,5],
0, 1, [5,5],
[1,1]) [1,1], [1,1]+[5,5],
=2 [1,1]) (1,1],
=2 [1,3])
=3
2 1 1+max(0,0) 1+max(0,0,0) 1+max(
=1 =1 [5,5],
51
0,
[2,3])
=2
3 1 1+max(0,0) 1+max(
=1 [5,5],
0,
(3,3])
=2
4 1 1+max(0,0)
=1
5 1
8.8.3 Kood

Koodi juures tuleb juhtida tdhelepanu kahele asjale: esiteks ei ole antud maagilist ndhtavuse tabelit
ja see, mis tipud mingist tipust naha on, tuleb ise arvutada. Teiseks, kuna tabeli tditmisel tuleks paris
palju kordi jargi vaadata, millised jarjestikused tipud ei ole ndhtavad, siis on lihtsam hoida iga tipu
kohta meeles, millised I8igud sellest tipust ndhtavad ei ole.

int maximum_deevs(std::vector<int> y)
{
int n = y.size();
vector<pair<int, int> >* nl = new vector<pair<int, int> >[n];
for (int i = 0; i < n; i++) {
vector<pair<int, int> > vi;
nl[i] = vi;
¥

int** dp = new int*[n];
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for (int 1 = 0; 1 < n; i++)

{
dp[i] = new int[n];
double bs = -3; // (-pi)
int ch = y[i]; // vaadeldava tipu kdérgus
for (int j =1 4+ 1; j < n; j++) {
int nh = y[j]; // jargmine tipp
int cy = nh - ch; // korguste vahe
int ¢cx = j - i; // kauguste vahe
double cs = atan2(cy, cx); // tippude vaheliste sirgete nurk radiaanides
if (cs >= bs) { // nurk on suurem, kui seni leitud
bs = cs;
int nljs = nl[j].size();
if (nljs > @ & nl[j][nljs - 1].second == i - 1) {
nl[j][nljs - 1].second = i;
continue;
}
nl[j].push_back(make_pair(i, i));
}
}
}

for (int 1 = 0; 1 < n; i++) { // esimesest tipust viimaseni
for (int j = i; j >= 0; j--) { // vaatame eelmisi tippe

if (i == j) {
dp[j][i] = 1; // Uhetipulisele 16igule saab panna 1 deemoni
continue;

¥

//saame panna 1ldigule j..i vahemalt sama palju deemone, kui 1digule j..i-1
dp[JI[i] = dp[JI[i - 1];
int ov = 1;
int si = j;
for (int k = @; k < nl[i].size(); k++) {
if (nl[i][k].first < si) { // kui algus on enne vaadeldavat indeksit
continue;

}

// kui on esimene 10ik voi eelmise 1digu 1dpp on enne vaadeldavat tippu
if (k == 0 || n1[i][k - 1].second < si) {
if (nl[i][k].first <= si && nl[i][k].second >= si) {
continue; // oleme 16igu sees, ei muutu midagi

}

// liidame need 16igud juurde, mis tuleb arvesse votta
ov += dp[si][nl[i][k].first - 1];
continue;

}
if (nl[i][k].first - 1 == nl[i][k - 1].second) {
continue;

}
ov += dp[nl[i][k - 1].second + 1][nl[i][k].first - 1];
}
, dp[31[i] = max(dp[j1[i], ov);
}
int vas = dp[@][n - 1];
return vas;

8.8.4 Keerukus

Mahuline keerukus on muidugi taas tabeli suurus ehk O (n?). Lahtri tiitmiseks on vaja vaadata kdiki
eelnevaid tippe ehk teha kuni n arvutust, kogu ajaline keerukus on seega 0(n3).
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8.9 KONTROLLULESANDED

8.9.1 Torn

Kilma sdja ajal Gritasid USA ning NSVL (iksteist igas asjas lle trumbata. Seega, kui Leonid Breznev
kuulis, et Uks Ameerika koolipoiss on ehitanud maailma kdrgeima pappkastidest koosneva torni,
teatas ta kohe, et NGukogude Liit ei saa jaada teiseks. Oma pappkasttorni ehitamiseks said
ndukogude teadlased N(1<N<1000) erinevat sorti kasti, mis on nummerdatud arvudega 1...N ning
mida on I8putul hulgal saadaval. Iga kasti kohta on teada selle kaal ning maksimaalne kaal, mida see
kannatada suudab. Kastide paigutamiseks on jargmised reeglid: vdiksema numbriga kasti ei tohi
suurema numbriga kasti peale panna ning ihegi kasti peal ei tohi kokku olla rohkem raskust, kui see
kannatada suudab. Leida maksimaalne arv kaste, mida on voimalik tksteise peale laduda.

Sisendi esimesel real on arv N. Jargmisel N real on kaks tlhikutega eraldatud taisarvu: kasti kaal ning
kandmisvéime.

Valjastada Uiks tdisarv: maksimaalne arv kaste,
mida on v@imalik liksteise peale laduda.
NAIDE:

5

19 15

7 13

57

6 8

12

Vastus:

4
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8.9.2 Bussireisid

Bussifirma tahab saata lihe bussi mooda teedevdrku sGitma, nii et see jduab I6puks ka bussijaama
tagasi. Teedevdrgus on n(1<n<50) ristmikku, m(1<m<1000) kahesuunalist teed kahe ristmiku vahel,
mille kohta on teada sdidukulu teed mo6da sditmiseks ning p(1<p<12) peatust, mis asuvad
ristmikutel ning mille kohta on teada, kui palju tulu saab firma, kui buss sinna sdidab. Buss alustab
teekonda ristmikult nr 0. Leida suurim kasum, mida firma saab teenida.

Sisendi esimesel real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: n ja m. Jargmisel m real on kolm tihikutega
eraldatud taisarvu: tee vasak otspunkt, tee parem otspunkt ning tee sdidukulu sentides. Siis on
Uksikul real taisarv p. Jargmisel p real on kaks tiihikuga eraldatud taisarvu: peatuse asukoht ning
peatuses peatumise eest saadav tulu sentides.

Viljundisse kirjutada ks taisarv: firma maksimaalne kasum sentides.

NAIDE 1:

5

100

300

200

400
325

AP wnNnPR

150
700
900
Vastus:
350
NAIDE 2:
11

0 1 150
1

1 299
Vastus:
0

A WMNWWNREROD
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8.9.3 Sillad

Parast Ght looduskatastroofi on Raniorg jagunenud kaheks osaks, mille vahel on kuristik. Kummalegi
poole kuristikku on jaddnud firmad, millest igatihel on oma tootlus ning usk mingisse IT suurtegijasse.
Otsustati, et oleks hea mote ehitada kuristikule firmade vahele sildasid selleks, et nad saaksid
Uihineda ning oma tootlust kahekordistada. Samas on teada, et ei ole hea mote ihendada erineva
usuga firmasid ning sillad Uksteist Uletada ei saa. Aidake firmajuhtidel leida, kuidas maksimeerida
tootlikkuse kasvu ning mis on vahim vajalik sildade arv, et ndutud tootlikkust saada.

Sisendi esimesel real on arv v(1<v<1000), vasakul darel olevate firmade arv. Jargmised v rida
sisaldavad kolm tiihikutega stringi: firma nimi, firma kirikupea ning firma tootlikkus. Firmad on antud
nende paiknemise jarjekorras serval.

Nendele jargneb arv p(1<p<1000) - paremal darel olevate firmade arv. Jargmised p rida sisaldavad
nende firmade informatsiooni samas stiilis, kui vasakul darel olevate firmade kohta.

Viljastada kaks tiihikutega eraldatud tdisarvu: maksimaalne vdimalik tootlikkuse kasv ning selleks
minimaalne sildade arv.
NAIDE :

3

Apple Jobs 1000000
Laane-Google Lee 1000
Micro Gates 400

4

Googol Lee 5000

Pear Jobs 1200

Soft Gates 100
Ida-Google Lee 50
Vastus:

1002250 2
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8.9.4 Ming

4*4 laual mangitakse jargmist mangu: mangija saab kas katta tihe vabalt valitud ruudu voi valida kaks
vOi kolm jarjestikust tiihja ruutu, millest moodustatud rida on Gihe otsaga vastu ruudustiku serva,
ning kdik selles reas olevad ruudud katta. Kaotab see, kes katab kogu ruudustiku. Kirjutada
programm, mis vaatab juba kaetud ruute, ning Utleb, kas antud seis on selline, et parima strateegia
korral voidab praegu kaija vOi teisena kaija.

Sisendi esimesel real on arv n(1<n<100 000), erinevate laudade arv. Jargmistel ridadel on n 4*4
lauda, kus ‘X’ tahistab kaetud ruutu ning ’.” katmata ruutu. Iga laua ees on tihi rida.

Viljastada n rida. i-ndal real on kirjas liks sdna: ALUSTAJA, kui praegu kaija voidab vdi TEINE, kui
teisena kaija voidab.

NAIDE:

3

XXX.
XXX.
XXX
XXX

XXXX

XX. X
XX. X

Vastus:
TEINE
ALUSTAJA
TEINE

340



8.9.5 Uuring

KAPO on oma korruptsiooniuuringutega saanud katte ihe markmiku, kuhu on kirja pandud kdik
tehingud, mida kahtlusalune organisatsioon on viimase kuu jooksul teinud. Iga tehing on mingi arv,
mis naitab, kas organisatsioon on kulutanud tehinguga x eurot dra v&i saanud x eurot juurde. Iga
lehekilje I6pus on margitud kdigi tehingute summa ehk voog. Naiteks kui on lehekiiljel olevate
tehingutega saadud 7€, saadud veel 2€, kulutatud 3€, saadud 1€ ning kulutatud 11€, on lehekdilje
[6pusarv7+2—-3+1-11=-4.Samas ei ole iga tehingu juurde margitud, kas see oli kulu véi tulu.
Kuna KAPO tahab seda teada, on vaja kirjutada programm, mis leiab kas mingi tehing oli kulu, tulu voi
ei ole teada, kumb tehing see on.

Sisendi esimesel real on kaks tiihikuga eraldatud arvu: N (2<N<40) ning F (-16000<F<16000),
lehekiljel margitud voog. Jargmisel N real on arv T (1<T<400), tehingu absoluutvadartus.
Viljastada N-margiline string. i-s mark peab olema '+, kui on teada, et i-s tehing on tulu, ’-’, kui i-s
tehing on kulu ning ’?’, kui ei ole vdimalik seda informatsiooni teada. Kui ei ole voimalik margitud
voogu nende tehingutega saada, kirjutada valjundi ainsale reale ks mark ’*’.

NAIDE 1:

Vastus:

NAIDE 3:
5 12

NP NN

Vastus:
+??-?
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8.9.6 Alkeemik

Alkeemialaboris on hulk erinevaid kemikaale. Alkeemik tahab need kahekaupa omavahel kokku
segada, et alles jaaks vaid Uks kemikaal. Iga kahe kemikaali reageerimisel tekib mingisugune kolmas
kemikaal ning eraldub teatud hulk soojust, mida saab tabelist jargi vaadata:

Kemikaalid |1 2 3
Uus Eraldunud Uus Eraldunud Uus Eraldunud
kemikaal soojus kemikaal soojus kemikaal soojus

1 1 0 3 -10 3 3000

2 3 -10 2 0 1 -500

3 3 2000 1 -300 3 8]

Ulalolevas tabelis on kolm erinevat kemikaali: 1, 2 ja 3. Kui kokku segada kemikaalid 1 ja 3, tekib 3000
Uhikut soojust ning uus segu on kemikaal 3. Vahel voib soojus neelduda. Naiteks tekib kemikaalide 2
ja 3 segamisel kemikaal 1 ning temperatuur langeb 500 soojusiihiku vorra. Alkeemik tahab tekitada
voimalikult kdrget temperatuuri. Seega, kui laboris on kemikaalid 1, 2, 2 ja 3, on tal vdimalik nendest
saada erinevaid temperatuure. Kui valida jarjekord (2(1(23))), on temperatuuri muut kokku -510, kui
see on aga ((12)(23)), on temperatuuri muut 2490.

Sisendi esimesel real on kemikaalide arv N (1<N<6). Jargmisel N real on N tiihikutega eraldatud
arvupaari, kus i-nda rea j-nda paari esimene arv on kemikaalide i ja j segamisel tekkiv uus kemikaal
ning teine arv on sellel reaktsioonil toimuv temperatuuri muut. Jargmisel real on katseklaaside arv

K (2<K<10). Sellele jargneb rida, kus on K arvu: igas katseklaasis olev kemikaali number.

Viljastada Uks arv: maksimaalne vdimalik temperatuuri tdus, mida on voimalik tekitada.

NAIDE 1:

3

10 3 -10 3 3000
3 -10 20 1 -500
3 3000 1 -500 3 ©
4
1

Vastus

2500

NAIDE 2

3

10 3 500 3 -250
350020110
3 -250 1 00 3 0
6

111223
Vastus:

1000
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8.9.7 Puhkus

L6bus Albert otsustas minna mdneks paevaks puhkusele. Puhkusel on tal véimalik teha erinevaid
tegevusi, mille hind ja I6buvaartus on teada. Albert teeb iga pdev tapselt Giht tegevust, kuid kui teha
iht tegevust teist paeva jarjest, saab Albert sellest 50% esialgsest |I0buvaartusest ning kolmandal
jarjestikusel paeval pole see tegevus enam I8bus. Seega, kui mingi tegevuse I6buvaartus on v ning
Albert teeb seda kolm paeva jarjest, saab ta kokku I6buvaartuse 1, 5v. Aita Albertil oma reisi
planeerida, nii et tal oleks véimalikult Idbus ning ta ei Giletaks oma eelarvet.

Sisendi esimesel real on kolm tihikutega eraldatud arvu: reisil olemise paevade arv k (1<k<21),
erinevate tegevuste arv n(1<n<50) ning Alberti eelarve m (0<m<100).

Jargneval n real on kaks tlhikuga eraldatud tdisarvu: ¢ (1<c<50), tegevuse hind ning

v (1<v<£10000), tegevuse l6buvaartus.

Viljundisse kirjutada kaks tiihikuga eraldatud arvu: maksimaalne I6buvaartus, mida Albert saab
endale lubada ning minimaalne hind, millega ta saab seda endale lubada. Kui Gkski véimalik
tegevuskava ei mahu eelarvesse sisse, valjastada arvupaar @ e.

NAIDE 1:
215
35
Vastus:
0 0
NAIDE 2:
35 20
25

18 6
11

33

2 3
Vastus:
13 6
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8.9.8 Tango

Sel ajal, kui muusika algab, on peol vordselt poisse ning tiidrukuid. Nad moodustavad omavahel
poiss-tlidruk paarid, nii et keegi ei jaa tantsust kdrvale. On teada, et moned paarid on sellised, et
paarilised vihkavad teineteist (vihkav paar) ning teised paarid on sellised, et paarilised armastavad
Uiksteist (armastav paar). Ulejaanud paarides on paariliste omavaheline suhe neutraalne (neutraalne
paar). Leida, mitu erinevat vdimalust on paaride moodustamiseks, kus kas ei ole tihtegi vihkavat paari
vOi on vahemalt (iks armastav paar.

Sisendi esimesel real on arv n(1<n<15), mis naitab poiste (ja seega ka tudrukute) arvu. Jargmisel n
real on n tiihikutega eraldatud arvu (@, 1 vGi 2). real i veerus j tdhistab @, et i-s poiss ning j-s tlidruk
moodustavad vihkava paari, 1, et moodustub neutraalne paar ning 2 tahistab armastavat paari.
Viljundisse kirjutada tiks arv: voimalike paarikomplektide koguarv.
NAIDE 1:
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8.9.9 Valimised

FIPA (Federation Internationale de Programmation Association) korraldab haaletuse, et teada saada,
mis riik korraldab tulevast programmeerimise MM-i ning EIO Zirii on ndus tegema kdik, mis voimalik,
et saada Eestit korraldajaks. Selleks teevad nad rahalisi annetusi erinevatele riikidele. Erinevate
meetodite kaudu on teada, mitu eurot on vaja mingile riigile annetada, et nad haale Eestile annaksid.
Samas on teada, et hadle saamiseks ei pea igale riigile raha annetama, sest vdiksemad ja vaesemad
riigid on suuremate mdju all ning hdaletavad nii, nagu nende mdjutaja. Seega, kui annetada mingile
riigile, saab Eesti selle riigi haale, kdigi sellele alluvate riikide hadled jne. Naiteks kui on teada, et
Moldova on Rumeenia mdju all ning Rumeenia on Venemaa maju all, on véimalik k&igi kolme riigi
hailed saada siis, kui annetada vaid Venemaale. Uhelgi riigil pole mitut mjutajat ning tikski m&juahel
ei moodusta tsuklit. EIO Zirii palub abi, et teada saada, mis on vahim hulk raha, mida nad peavad
kulutama, et Eesti vdidaks. Kandidaadina ei ole Eestil haadledigust.

Sisendi esimesel real on kaks arvu: n (1<n<200) ningm (0<m<n), mis on haaletusel osalevate riikide
arv ning Eesti valimiseks vajaminev haalte arv. Jargmisel n real on info iga haaledigusliku riigi kohta.
Esimesena on riigi nimi, siis on haale muutmiseks vajaminev raha hulk, siis on number 0 véi 1, mis
naitab, kas antud riigil on Glemus: 0 tahistab, et Glemust pole ja 1, et Glemus on. Riigi ilemuse nimi
(kui see on olemas) on neljas string reas. Iga riigi Ulemus on sisendis eelnevalt mainitud.

Viljundisse kirjutada Uiks arv: Mitu eurot on vaja kulutada, et Eesti saaks MM-i korraldajaks.

NAIDE:
32
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8.9.10

Plaan

Kuulus programmeerija ning kolmekordne 10l kuldmedalist Martin Pettai to6tab niitid vdikeses
idufirmas Pisiraamat, kus tal tuleb tegeleda kahe projektiga: ,Pehme* ja ,,Nagu“. Martin peab

kummagi projekti kallal to6tama D (D < 33) pdeva. Ta ei saa Uhel pdeval mitme projekti kallal to6tada

ning ta peab varem alustatud projekti ka varem |6petama. Samuti on Martin ainus inimene, kes
projekte t66s hoiab, mistdttu ta ei tohi rohkem kui G (G < 33) pdeva kummagi projekti kallal mitte

tootada.

Kuna mdlema projekti juhid tahavad, et nende projekt valmis saaks, ei saa Martin lihtegi vaba paeva

votta. Seega, kui D = 3 ja G = 2, on tal véimalik jargneva kuue pdeva jaoks kimme erinevat
toograafikut koostada:

1. paev 2. paev 3. paev 4. paev 5. paev 6. paev
1. LPehme” LPehme” LMNagu” LPehme” LMNagu” LMNagu”
2. LMNagu” »MNagu® JPehme” LMNagu” Pehme” Pehme”
3. Pehme” Pehme” LMNagu” LNagu” Pehme” LMNagu”
4, »MNagu” LNagu” Pehme” Pehme” LMNagu” Pehme”
5. LPehme” LMNagu” Pehme” LPehme” LMNagu” »Magu”
a. »Magu” Pehme” +MNagu” LNagu” Pehme” Pehme”
7. Pehme” LNagu” Pehme” LNagu” Pehme” LMagu”
2. LMNagu” Pehme” LMNagu” Pehme” LMNagu” Pehme”
g, LPehme” LNagu” LMNagu” Pehme” Pehme” LMagu”
10. LMagu” Pehme” Pehme” LNagu” LMNagu” Pehme”

Sisendi ainsal real on arvud D ja G.
Viljundisse kirjutada ks arv: mitu erinevat vimalust on Martinil toograafiku koostamiseks.

NAIDE:
32
Vastus:
10

8.10 VITED LISAMATERJALIDELE

Kaasasolevas failis VP_lisad.zip, peatiikk8 kaustas on abistavad failid kdesoleva peatiki materjalidega
pohjalikumaks tutvumiseks:

0/1 seljakoti Glesnne
Randkaupmees Held-Karpi algoritmiga
Levenshteini kaugus ehk toimetamiskaugus

Kohver.cpp, Kohver.java, Kohver.py
Kaupmees.cpp, Kaupmees.java, Kaupmees.py
Levenshtein.cpp, Levenshtein.java,
Levenshtein.py

Geenidl.cpp, Geenidl.java, Geenidl.py
Geenid2.cpp, Geenid2.java, Geenid2.py
DTW.cpp, DTW.java, DTW.py

Palk.cpp, Palk.java, Palk.py

Maatriksid.cpp, Maatriksid.java, Maatriksid.py
Maed.cpp, Maed.java, Maed.py

Needleman-Wunchi algoritm
Smith-Watermani algoritm
Dinaamiline aja painutamine
Loikudega dp, palgi saagimine
Maatrikisite korrutamine (I6ikudega dp)
Ulesanne “M&ed” (Idikudega dp)
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